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Векторы и операции с ними.





Длиной или модулем 

вектора называется длина 

отрезка АВ

ВАВектор 

Отрезок, для которого указано, какая из его граничных 

точек считается началом, а какая – концом, называется 

направленным отрезком или вектором

А

В

a

АВ = АВ

Начало 

вектора

Конец 

вектора

АВВектор 

aВектор 



Любая точка плоскости также является вектором. 

В этом случае вектор называется нулевым

M

MM = 0

Длина нулевого считается равной нулю

MMВектор 

0Вектор 

Начало нулевого вектора совпадает с его концом, поэтому 

нулевой вектор не имеет какого-либо определенного 

направления. Иначе говоря, любое  направление можно 

считать направлением нулевого вектора. 



Назовите векторы, изображенные на рисунке. 

Укажите начало и конец векторов.

N

E

F
A

В

C

D

ЕFВектор 

ABВектор 

CDВектор 

NNВектор 0или 



Многие физические величины, например 

сила, перемещение материальной точки, скорость, 

характеризуются не  только своим числовым значением, 

но и направлением в пространстве. Такие физические 

величины называются  векторными величинами (или 

коротко векторами)

В

A

1Н

8 Н



При изучении электрических и магнитных явлений 

появляются новые примеры векторных величин. 

+

E

Электрическое поле,

создаваемое в

пространстве зарядами,

характеризуется в каждой

точке пространства

вектором напряженности

электрического поля.

На рисунке

изображены векторы

напряженности

электрического поля

положительного точечного

заряда.



Два ненулевых вектора называются коллинеарными, 

если они лежат на одной прямой или на параллельных 

прямых.

a

b
c a b

c a

c b

Коллинеарные, сонаправленные векторы

o a o c o b

Нулевой вектор считается коллинеарным, 

сонаправленным с любым вектором.



Два ненулевых вектора называются коллинеарными, 

если они лежат на одной прямой или на параллельных 

прямых.

a

b
c

ba

Коллинеарные, 

противоположно направленные векторы

bc



АВСD – параллелограмм.  

А

В С

D

ba

Векторы называются равными, 

если они сонаправлены и их длины равны.

a b=

1

2

ВA  = CD; AВ = DC; CВ = DA; AD  = BC.

О

Найдите еще пары равных векторов. 

О – точка пересечения диагоналей.



Если точка А – начало вектора       , то говорят, что 

вектор         отложен от точки А

А

a

a

Вектор          отложен от точки А a
a

М

c

От любой точки М можно отложить  

вектор, равный данному вектору      , 

и притом только один.

a

a c=

ca
ca = 



А

В

С

Какая запись является верной?

450

AВ > BC; AВ > BC

AC  = BC ; AC  = BC



Сложение векторов.   Правило треугольника.

a

a

b

ba +
b

А

В

С
АВ + ВС  = АС

a + 0 = a

!

!
Для любого нулевого вектора 

справедливо равенство



= OK

АВ + ВС  =

Правило треугольника.

АС

АО + ОР  = АР

MK + KM = MM = 0

MK + OM = OM + MK 

= KE

АS + SС  = АС

NM + ML = NL  

RP + PR = RR  = 0

ZK + KZ = ZZ = 0

DE + KD = KD + DE =



По правилу треугольника складываются и 

коллинеарные векторы, хотя при их сложении 

треугольника и не получается

a

ba +b

a

b



Сложение векторов.

Правило многоугольника.

= АO  АВ + ВС + СD + DO 

a

c

nm

c

m
n

a



Сложение векторов.   Правило параллелограмма.

1

2

9

6

12
11

10

8

7

4

5

3

a

b

a+b

a

b



Вычитание 

векторов.   

a a

-b

ba -

b

ba – = a +(–b)

-b



Вычитание векторов.

MF - SF = MF + FS = MS

RO - RM = RO + MR = MR + RO 

MD - SD = MD + DS = MS

- OS - ST = SO + TS = TS + SO 

RO - AO = RO + OA = RA

RO - RO = RO + OR = RR = 0

= TO

= MO



Умножение вектора на число.

Произведением ненулевого вектора        на число 

называется такой вектор , длина которого равна

причем векторы         и        сонаправлены при и 

притивоположно направлены при  .   

a 

k a 
b 

ak

k>0 b 
k<0 

a

3a
1 a1

2
- 2 a



О

p

и

координатные 

векторы

i j

p{ x; y}

координаты

вектора

p {4; 3} F

1

i =1; j =1

p = xi + yj
разложение вектора по координатным 

векторам

F(4; 3)
j

i i i i

j
j

p =4i +3j

Вектор, начало которого совпадает с началом 

координат – радиус-вектор.

Координаты радиус-вектора совпадают с 

координатами конца вектора.

x

y



О

p

p {3;-5}

P

1

P (3;-5)

i

p =3i –5j
m

j

M

m{0; 4}

M (0;4)

m=0i +4j

x

y

m = 4j



Координаты вектора Разложение вектора по 

координатным векторам

n {-2; 3}

k {4; 2}

d{0; -5}

m {3; -0,5}

a {-4; 4}

b {0; 7}

c {-5; 0}

x {7; -7}

a = –4i +4j

n = – 2i+3j

k = 4i+2j

m =3i–0,5j

d =0i –5j

b = 7j

c = -5i

x =7i –7j



Если координаты вектора заданы, его длина находится по формуле

координата конца вектора минус координата его начала.



1) координаты вектора    :

0

Дан вектор .

Найдите: 1) координаты вектора; 2) длину вектора.

Решение.

x9

y

 ;28;19 a

a

a

1

2

8

a

.1010068 22 a

Ответ: 1) {8; 6}; 2) 10.

;22 yxa 2) длина вектора:

 ;; 1212 yyxxa 

 .6;8a

    ;
2

12

2

12 уyхxa или:
9 – 1 

8
 –

2
 



Каждая координата суммы двух или более векторов равна 

сумме соответствующих координат этих векторов
10

a +b {x1+x2; y1+y2}

a {x1; y1} b {x2; y2}
Рассмотрим векторы                                                 и

20

a – b {x1–x2; y1–y2}

Каждая координата разности двух векторов равна 

разности соответствующих координат этих векторов

30

a {x; y}Рассмотрим вектор                             

ka {kx; ky}

a {-2; 0}

-2a {4; 0}

 (-2)



a +b { 5; 7}

a +b { 4; 1}

a {3; 2}; b {2; 5}

№ 

a {3;-4}; b {1; 5}

a {-6; 9}

n {-8; 0}
+

a +n {-14;9}

Найдите координаты вектора



a +c { }

b+d{    }

f - d{ }

Найти координаты  векторов.                             

Вводите ответы в текстовые поля, не делая 

пробелов                             

d{-2;-3};b{-2; 0};

a {2; 4};

f(0; 5};

c {3; 2};

d{-2;-3};

Проверить.



n{26;-24}

b{-5; 3}a{2;-4}

+

4a-2b {18;-22}

+

Даны векторы                               и                                                  . 

Найдите 

координаты векторов                  и

4

a{2;-4} b{-5; 3}

m = 4a-2b n = 3a-4b
a{2;-4} b{-5; 3}

(-2)

3

(-4)

4a{8;-16}

-2b{10;-6}

3a{6;-12}

-4b{20;-12}

3a-4b {26;-24}

m{18;-22}





Угол между 

векторами

a

b

a

ba

a

b

a

Градусная мера угла       

не зависит от выбора 

точки О, от которой 

откладывают 

векторы       иa b

a 

О1

О2

a



a

d

Найти углы между 

векторами.

b

300a b =

c

f
300

a c =

b c =

d f =

d c =

1200

900

1800

00

a

b
d

f

Два вектора называются 

перпендикулярными, 

если угол между ними равен 900.

b c^ b d^ b f^



Сумма векторов –

вектор.

Разность векторов –

вектор.

Произведение вектора на число – вектор.

Скалярное произведение векторов – число.

Скалярным произведением двух векторов 

называется произведение их длин на косинус 

угла между ними.

a b = a b cos(     )a b



a b = a b cos

a

b

Скалярное произведение ненулевых векторов 

положительно тогда и только тогда , когда угол 

между векторами острый.

a b > 0

a
> 0

> 0

a b < 900

a b < 900



a b = a b cos

a

b

Скалярное произведение ненулевых векторов 

отрицательно тогда и только тогда , когда угол 

между векторами тупой.

a b < 0

a
< 0

< 0

a b > 900

a b > 900



a b= a b = a b cos 00
a

b 1

a b = 00

Если a b

a b = a b cos1800

a

b

-1

a b= 1800

Если a b

= – a b



Маленький 

тест

9

18

2
ВЕРНО!

1

3 ПОДУМАЙ

!

ПОДУМАЙ

!

Проверка

9 3

С А

В

300

6

ВС ВА =  ВС ВА ВС, ВА = cos 
2
1

18 6 3 cos 600 = 

600



3

ВЕРНО!
2

1

ПОДУМАЙ

!

ПОДУМАЙ

!

Проверка

500

600

1200

m n = –15, m = 5, n = 6.

Найдите угол между векторами           и       , еслиm n

Скалярное произведение ненулевых 

векторов отрицательно тогда и только 

тогда , когда угол между векторами 

тупой



Скалярное произведение векторов

и

выражается формулой

a {x1; y1} b {x2; y2}

Теорема

= x1x2 + y1y2a b



d { 2; 4}2

Ненулевые векторы       и       перпендикулярны тогда 

и только тогда, когда 
x1x2 + y1y2 = 0

a b 

Следствие 1

a b^

b {-2; 1}

b d^

Пример

 +

-2 1 4

= 0



Косинус угла между ненулевыми векторами      и 

выражается формулой

a b 

Следствие 2

cos =a
x1x2 + y1y2

x1
2 +  y1

2 x2
2 +  y2

2



Координаты векторов     и   :

Найдём угол между ними через скалярное 

произведение:

0

Найдите угол между векторами и .

Ответ дайте в градусах.

Ответ: 45.

Решение.

x8

y    4;8;6;2 ba

2

2

2

2

2

1

2

1

2121cos
yxyx

yyxx

ba

ba
φ











ba

a

b

2

4

6

ba










8040

40

4862

4682
2222

2

1

240

40

3200

40
 ⇒

 45φ⇒



b d^

b d^ x1x2 + y1y2 = 0

x = 2

*

d { ?; 4}xb {-2; 1}

 +

-2 1 4

= 0

Найдите абсциссу вектора       , если известно, 

что  

d



По правилу треугольника:

Найдём длину AD из п/у ∆AOD

(т.к. ABCD – ромб, то АС ⊥ BD

и ВО = ОD = 6, АО = ОС = 8)

O

Диагонали ромба ABCD пересекаются в точке O и равны

12 и 16. Найдите длину вектора .

Ответ: 10.

Решение.

А

С

ВD

ADODAOBOAO 

222
2

ODAOADAD 

ВОАО

10068 222 АD

10100 AD



Две стороны прямоугольника равны 13 и 25.

Диагонали пересекаются в точке О. Найдите

длину разности векторов и .

Ответ: 25.

ВОAО

AВОВAОВОAО 

А

С

В

D

25

13
О

25АВ

По правилу треугольника:

Решение.



Решение задания из демоварианта



Решение задания из демоварианта






